EINE AUF VERMUTUNGEN BERUHENDE
UNTERSUCHUNG UBER DIE

dpcosip
INTEGRALFORMEL [ 250t

Leonhard Euler

§1 Wir wollen mit dem einfachsten Fall beginnen, in welchem i = 0 und
n = 1ist, und diese Formel als zu integrieren vorgelegt wird

[ peoss
a+ Bcose’

um was zu leisten, am besten diese Substitution

tan 1 t

an —@ =
5 %

zur Hilfe genommen wird, woher sofort

20t
0p = ——
LA
wird; weil daher weiter

t 1 1
und cos-¢p = ——

1
Sin — = —
2T A n 27T It

ist, wird auch
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1—tt
1+ tt

sein und daher der Nenner unserer Formel

Cos p =

a+ B+ (v — p)tt
1+t

&+ fBcosp =

und unsere zu integrierende Formel wird

20t
/a+5+w—5w

sein.

§2 Es ist aber aus den Element bekannt, dass

g

arctant

/f+gt J*
ist. Weil also fiir unseren Fall f =a +fund g = a — /3 ist, werden wir diese
Integration haben

/ Bq) arctant ﬂ
x+pcose  Jan a+p’

wihrend t = tan 3 ¢ ist, welches Integral also im Fall t = 0 und daher im Fall
¢ = 0 verschwindet. Wenn wir daher also dieses Integral von der Grenze
@ = 0 bis hin zur Grenze ¢ = 180° erstrecken, wo t = oo wird, wird dieses
Integral

2 n

Vax—pp 2
sein, wihrend 7r den halben Umfang des Kreises bezeichnet, dessen Radius
=1 ist.

§3 Weil also das Integral unserer Formel von der Grenze ¢ = 0 bis hin
zur Grenze ¢ = 180° so kurz und knapp ausgedriickt wird, werde ich auch
allgemein in dieser Abhandlung nur die Integrale der vorgelegten allgemeinen
Formel



/ 0@ cosip
(x4 Bcos )"

untersuchen, welche zwischen den Grenzen ¢ = 0 und ¢ = 180° genommen
werden. Weil aber in dem behandelten Fall die irrationale Formel /aa — BB
enthalten ist, werden wir, um diese Unannehmlichkeit zu beseitigen, im
folgenden immer

a=1+aa und B=—-2a

annehmen, woher

ax —BB=1—aa

wird, und so werden sich unsere Untersuchungen um die Integration dieser
allgemeinen Formel drehen

/ 0P cosip
(1+aa —2acos )"’

fir welche wir tiberall der Kiirze wegen

1+4+aa—2acosp =A

setzen wollen, dass unsere allgemeine Formel nun

/ 0@ cosip
ATZ

ist, wo, wie schon bemerkt worden ist, uns nur vorgelegt ist, den Wert des
Integrals zu ermitteln, wenn es zwischen den Grenzen ¢ = 0 und ¢ = 180°
genommen wird, welchen Wert wir aus speziellen Fillen zu erschliefSen
versuchen werden. Auflerdem sei hier im Allgemeinen angemerkt, dass der
Buchstabe i fiir uns immer keine anderen Zahlen bezeichnet als ganze positive
bedeutet, weil ja immer

cos(—ip) = cos(+ig)

ist.



I. UBER DIE INTEGRATION DER FORMEL

/ dpcosig [von ¢ =0
A bis ¢ = 180°

§4 Dieser Fall ist also im allgemeinen enthalten, indem der Exponent n =1
gesetzt wird, welchen Fall wir also den einfachsten ansehen wollen, weil der
Fall n = 0 freilich iiberhaupt keine Miihe bereitet, weil

. 1. .
/aq)COSZ(p: = sinig

ist, welches Integral schon im Fall i = 0 verschwindet, und weil ja i nur ganze
Zahlen bezeichnet, verschwindet fiir ¢ = 180° dieses Integral immer, einzig
ausgenommen in dem Fall, in dem i = 0 ist und in welchem das Integral
= ¢ werden wird und daher fiir ¢ = 180° genommen fiir die festgelegten
Integrationsgrenzen [ d¢ = 7 sein wird.

§5 Dieser letzte Fall enthdlt das Fundament, aus welchem die Integrale der
hier vorgelegten Form geschopft werden sollten; weil namlich

(1+aa)dp  2adgcos ¢
A A
ist, wird durch Integrieren fiir die vorgeschriebenen Grenzen

T= (1+atz)/aA¢—2a/a¢CAOS(P

0p =

sein; oben haben wir aber gesehen, dass

dp T

A 1—aa
ist, nach Einsetzen welches Wertes die Integration des Falls i = 1 erhalten
wird; weil ndmlich

_ (+aa)m /agocosq)
L A

ist, wird

/Bq)COS(p _ ma
A 1—aa



sein, und so haben schon zwei Fille erhalten, welche

do 7 dpcosqp T4
A 1—aa und / A 1—aa

sind.

§6 Aus diesen zwei Fillen i = 0 und i = 1 lassen sich aber alle folgenden
ohne Miihe mithilfe dieses Lemmas ableiten; weil, wie wir gesehen haben,

/aq)cosi(p =0

ist, wird

0= (1 +aa) [ 2SI 5, [I0COSP oIy

sein. Es ist aber bekannt, dass

2cospcosip =cos(i—1)¢+cos(i+1)¢

ist, woher wir diese Gleichung haben

1+aa/8(pcosicp_ 8¢cos(i—1)q)+/8(;)cos(i+1)q)
a A N A A

woraus dieses Lemma entspringt

7

/aqocos(i—i—l)qo B 1—|—aa/agocosiq) _/agocos(i—l)q)
A oa A A '

Nachdem nun i = 1 genommen worden ist, gibt dieses Lemma uns diesen
Fall an die Hand

/8¢c052¢_1+aa/8g0c05(p_/8g0
A o a A A’

welcher also durch die beiden vorhergehenden erledigt wird; es wird namlich

/aq) cos2¢  7aa
A 1—aa

werden. Man nehme nun i = 2 und das Lemma wird uns

/8q)cos3(p_1+aa/a(pc052q)_/a(pcos<p
A a A A



oder

/ dpcos3p  ma®
A 1—aa
geben; in gleicher Weise wird das Lemma fiir i = 3

/a(pcos4q)_ 1+aa/8q)cos3(p_/8q)cos2q)
A g A A
oder

/ dpcosde  mat
A 1-aa
geben. Weiter liefert der Fall i = 4

/agocos5(p B 1—|—aa/8(pcos4(p _/afpcos3(p
A o A A
oder

/ dpcosSp  ma®
A  1—aa
und so weiter.

§7 Dabher ist also klar, dass diese einzelnen Werte aus den zwei vorhergehen-
den mithilfe der Verhéaltnisskala

1+ aa
a

, —1

bestimmt werden und die daher zu entspringende rekurrente Reihe in eine
geometrische iibergeht; wenn ndmlich die zwei letzten Terme schon gefunden
waren,

at a1
und ,
1—aa 1—aa
wird der folgende
B TaM 2
1—aa

gefunden; daher folgt also ohne Zweifel, dass fiir den an dieser Stelle behan-
delten Spezialfall im Allgemeinen



dpcosigp  ma’
/ A 1—aa
sein wird, wo wiederum sorgsam zu bemerken ist, dass anstelle von i nur
ganze positive Zahlen angenommen werden miissen.

I1. UBER DIE INTEGRATION DER FORMEL

/ dpcosigp [von ¢ =0
A? bis ¢ = 180°

§8 Hier wird der Fall f i—“g als der einfachste auftreten, dessen Integral also
vor allen anderen untersucht werden muss; fiir dieses Ziel wollen wir diese
endliche Formel betrachten

welche fiir jede der beiden Grenzen ¢ = 0 und ¢ = 180° verschwindet; daher
wird aber

_d¢cosg  2adgsin’ ¢

oV A A2

oder

(14 aa)opcos ¢ —2ad¢
A2 !
daher wissen wir durch Integration schon, dass

0 0
O:(1+aa)/$—2a/£

oV =

ist. Aber weiter, weil wir ja zuvor

dp m
A 1—aa
gefunden haben, wird durch Erweitern der Integralformel mit A auch

T dp ¢ Cos @
1—aa_(1+aa)/A2 Za/ A2




sein. Aus dem Vorhergehenden berechnet man

/a(pcosq)_ 2a 99
A2 14aa) A?

nach Einsetzen welches Wertes wir

T
1—aa

dp  4aa aj_(l—aa)z 2¢

A2 14aa) A2  1+aa A2
haben werden; deswegen erhalten wir daraus diese grundlegende Integration

= (14 aa)

d¢p _ 7(1+aa)
A2 (1—aa)’’

woher man direkt den folgenden Fall

/ Jdpcosp  2ma
A? (1—aa)3

ableitet.

§9 Fiir die folgenden Fille wollen wir die im vorhergehenden Abschnitt
gefundene Integration

dpcosip  ma’
/ A l-—aa
betrachten, welche Integralformel durch Erweitern mit A in die folgenden
zwei Teile aufgeteilt wird

nat dpcosip d¢ cos @ cos i@
1—aa_(1+aa)/ A? Za/ A2 ’

welche Gleichung weiter in diese Form entwickelt wird

mat dpcosig dpcos(i—1)¢ dpcos(i+1)g
1_M—(1+aa)/ A? —a/ A? —a./ A? ’

woher man dieses Lemma ableitet

/a(pcos(H— ¢ 1+aa / dpcosip / dpcos(i—1)p  ma'!
A? oa A2 A2 1—aa’



§10 Wir wollen nun sofort i = 1 setzen und dieses Lemma liefert uns

/8q7c052go_1+aa/8gocosq)_ do  m
A2 g A2 A2 1—ad

hier setze man nun die zwei schon gefundenen Werte ein und man wird

/ dpcos2¢  m(l+aa) — (1 — aa)?
A2 (1 — aa)3

finden; daher folgt also, dass
A? (1—aa)? =~ (1—aa)

sein wird. Man nehme nun fiir das vorausgeschickte Lemma i = 2 und es
wird

/ dpcos2¢  m(3aa—a*)  maa(3 —aa)

/agocos3go_1+aa/agoc052§0_ dpcosg  ma
A2 g A? A? 1—aa

oder

/ dpcos3¢  (1+aa)ma(3 —aa) —2ma — a(l — aa)?
A2 (1—aa)d

sein, welcher Ausdruck zu diesem zusammengezogen wird

/ dpcos3p  ma(4 —2aa)
A2 (1—aa)

Es nun im vorausgeschickten Lemma i = 3 und es wird

/8q)cos4(p _1+aa / dpcos3¢p / dpcos2¢  maa
A2 a A? A? 1—aa

oder

/ dpcosdgp  (1+aa)maa(4 —2aa) — waa(3 — aa) — waa(l — aa)?
A2 (1 —aa)3

sein, welcher Ausdruck zu diesem zusammengezogen wird

/ dpcosdp  ma*(5— 3aa)
A2 (1—aa)®



Es sei nun in unserem Lemma i = 4 und es wird

/a(pCOSSq)_1+aa/8gocos4q)_/8q)c053q)_ na’
A2 g A? A? 1—aa

oder

/ dpcos5¢  (1+aa)ma®(5 — 3aa) — na®(4 — 2aa) — na(1 — aa)?
A2 (1—aa)d

sein, welcher Ausdruck zu diesem zusammengezogen wird

/ dpcos5e  ma’ (6 — 4aa)
A2 (1—aa)?

Es sei nun in unserem Lemma i = 5 und es wird

/8q0cos6go_1—|—aa/a(pc055(p_/aq)cos4(p_ mat
A2 A? A? 1—aa

oder

/ dpcosbp  (1+aa)ma(6 — 4aa) — ma*(5 — 3aa) — ma*(1 — aa)?
A2 (1—aa)d

sein, welcher Ausdruck zu diesem zusammengezogen wird

/ dpcosbp  ma®(7 — 5aa)
A2 (1—aa)’

§11 Wer diese Formeln und deren Entstehung genauer betrachtet, wird
gewiss in keiner Weise bezweifeln, daraus diese Folgerung abzuleiten, dass
im Allgemeinen fiir den hier vorgelegten Fall

/ dpcosip  ma'(i+1—(i—1)aa)
A2 (1—aa)3

sein wird; weil das Bildungsgesetz nicht so offensichtlich ist wie im vorherge-
henden Fall, wollen wir alle gefundenen Formeln zusammen auflisten

10



d¢ (1 + aa)

A2 (1—aa)3’
/ dpcosp  ma(2 —Oaa)
A2  (1—aa) "’
/ dpcos2¢  maa(3 —aa)
A2 (1—aa)d’

/ dpcos3¢  ma*(4—2aa)
A2 (1—aa)3

/ dpcosde  ma*(5—3aa)
A2 (1—aa)’ ’

/ dpcos5e  ma’(6 —4aa)

A2 (1—aa)® '
/ dpcos6p  ma®(7 —5aa)
A2 (1—aa)?

I1I. UBER DIE INTEGRATION DER FORMEL

/ dpcosig [von ¢ =0
A3 bis ¢ = 180°

§12 Fiir das Finden des einfachsten Falls [ a—(g wollen wir diese Formel
gebrauchen

__sing
=z

1%

und es wird

_d¢cosg  23¢sin’ ¢

oV A2 A3

oder

1+ aa)d¢ cos ¢ — 2ad¢ cos® ¢ — 4adgsin® ¢

(
Vv = .

11



sein. Hier schreibe man 1 — cos? ¢ anstelle von sin? ¢ und durch Integrieren
werden wir wegen V = 0 diese Gleichung haben

d d d 2
O:(l—i—aa)/%—ém/xf%—%/%.

§13 Hierzu wollen wir diese unbestimmte Form addieren

de d¢
s=a [P [,

deren Differential man auf den Nenner A3 bringe, die Buchstaben A und B
bestimme man hingegen so, dass die Terme d¢ cos ¢ und d¢ cos? ¢ verschwin-
den, und nach Addieren der Differentialformeln wird

A3(9V + 9s)

5 = —4q + (1+aa)cosp  + 2acos? ¢

+A(1+ aa)? — 4Aa(1 + aa) cos ¢ + 4Aaacos® ¢
+B(1+4aa) — 2Bacos ¢.

Nun setze man also, um den Term cos? ¢ fortzuschaffen,

2a+4Aaa =0
und daher
-1
A= —.
2a

Nun werfe man auch die Terme cos ¢ aus der Mitte heraus und es wird

14 aa —4Aa(l+aa) —2Ba =0

sein, woher

3(1+ aa)

B =
2a

wird. Aus diesen Werten erlangen wir

A3(QV +0s)  (1—aa)®

0 a

7

12



daher werden wir also umgekehrt durch Integrieren

(1—aa)?® [ 9
vas= ot [

haben.

§14 Weil also, wie wir schon bemerkt haben, V = 0 ist und aus den schon
behandelten Fallen

-1 = 3(1+aa) (14 aa)

20 1—aa 2a (1—aa)3’

werden wir diese Gleichung haben

(1—aa)®> [d¢ _ 37(1+aa)® —m(1l—aa)
a A 2a(1 — aa)? ’

woher man

dp _ m(1 + 4aa + a*)

A (1—aa)
berechnet.
§15 Weil also
d¢ _ 7(1+ aa)
J A2 (1—aa)

ist, wird mit der bisher benutzen Reduktion

/aq)COS(p _1+aa (d¢  7(l+aa)

A3 2a A3 2a(1—aa)?
und daher
/ dpcosg 14aa m(l+4aa+a*) 7(1+aa)
A 2a (1 —aa)° 2a(1 — aa)3
_ 3ma(1+aa)  ma(3+ 3aa)
 (1—aa)®  (1—aa)’

sein.

13



§16 Weil wir also im vorausgehenden Abschnitt [§ 11]

/ dpcosip  ma'(i+1—(i—1)aa)
A2 (1 —aa)?

gefunden haben, werden wir nach Erweitern dieser Integralformel mit A

na'(i+1—(i—1)aa) 9 cosip 9 COS i cos ¢
(1—aa)3 = (1+aa) / A Za/ A3

oder

mal(i+1— (i —1)aa)

(1—aa)3
g cosig dpcos(i—1)¢ dpcos(i+1)g
= (1 an) [ SO g [ FEEGEDE g [ T
haben; daher leitet man dieses Lemma ab
dpcos(i+1)g
[
_1+4aa / dpcosip / dpcos(i—1)¢ ma"'(i+1— (i —1)aa)
oa A3 A3 (1 — aa)? '

§17 Wir wollen nun sofort i = 1 setzen und dieses Lemma liefert uns

/a(pc052¢_1+aa/8q)cosq)_ dp  2m
A g A3 A (1—aa)¥

hier setze man nun die zwei schon gefundenen Werte ein und man wird

/aq)c052(p _l+aa ma(3+3aa) m(1+4aa+a*) 27(1—aa)?

A3 a (1—aa)d (1—aa)? (1—aa)d
mtaa(6)
(1 —aa)®

haben; fiir i = 0 wird

/ dpcos3¢  ma®(10 — Saaa*)
A (1—aa)d

14



sein; fiir i = 3 erhalten wir

/ dpcosde  ma*(15—12aa + 3a*)
A (1—aa)d ’
fir i = 4 geht

/ dpcos5e  ma(21 —2laa + 6a*)
A3 (1—aa)d
hervor; fiir i = 5 gesetzt wird

/ dpcos6g  ma®(28 — 32aa + 10a*)
A (1 — aa)®
sein und im Allgemeinen

/aqocosigo . ond i(i+3)+2
A3 (1—aa) 2

welche Formel leicht in diese transformiert wird

/aq)CA(;si(P . it‘zg)?» <(i+1)2(i+2) B (i+2)(i_2)aa+(i_1)2(i_2)a4>.

§18 Auf diese Weise liefSe sich zu den folgenden Formeln voranschreiten, in
denen der Nenner A%, A5, A® etc. ist; aber die Formen der Integrale wiirden
ununterbrochen in einer solchen Weise komplizierter werden, dass kaum eine
Struktur in ihnen beobachtet werden konnte, weswegen es ratsam sein wird
einen anderen Weg zu beschreiten, auf welchem wir die Zahl i als gegeben
annehmen und stetig von kleineren zu grofleren Zahlen n voranschreiten

wollen. Zuerst wollen wir also i = 0 nehmen und den integralen Wert dieser
Formel
¢
An+1

ausfindig machen.

INTEGRATION DER FORMEL

d¢ [von ¢ =0
A+l |bis ¢ = 180°

15



MITA =1+ aa —2acos ¢

§19 Aus dem Vorhergehenden ldsst sich schliefien, dass jeder Fall des Ex-
ponenten 7 + 1 von den zwei vorhergehenden abhingt, sodass unter den
vorgeschriebenen Integrationsgrenzen

o9 o9 dg
An+1 =« E—i_ﬁ/Anfl
ist, wo die ganze Aufgabe darauf zurtickgeht, dass die Koeffizienten o und

B richtig bestimmt werden; fiir dieses Ziel wollen wir festlegen, dass im
Allgemeinen

0 0 o¢ sin ¢
An+1 = ﬁ_’_ﬁ/An—l—’_? Al

ist, welcher letzte Term nattirlich fiir jede der beiden Integrationsgrenzen
verschwindet.

§20 Man differenziere diese Gleichung nun und nach der Teilung durch d¢
wird die folgende Gleichung entspringen

1 o« B v cos ¢(1 + aa — 2acos ¢) — 2yansin® ¢
AL AR + An—1 An+1

und diese Gleichung wird mit A" multipliziert in diese Form iibergehen

1 =a(1+aa—2acos @) + B(1+aa)*> —4Bacos ¢(1 + aa)
= 4Baacos® ¢ + v cos ¢(1 + aa — 2a cos ) — 2yansin? ¢.

Weil nun

2cos’ =1+cos2¢ und 2sin’*@ =1—cos2¢

16



ist, wird nach Verwendung dieser Reduktion zu der folgenden Gleichung
gelangt werden
1=wa(l+aa) — 2na cos ¢ + 2Paacos2¢

+ B(1+aa)* — 4Ba(l+aa)cos g + yacos2¢

+ 2Baa —  y(1+aa)cos@ + ynacos2¢

—yna.
§21 Um diese Gleichung nun aufzulosen, ist es notwendig, dass so die cos ¢
wie cos 2¢ involvierenden Terme jeweils zu Null werden; daher leiten wir aus
dem letzten Term

2Baa — ya+ yna =0

und daraus

p_2lom __aln-1)

2a 2a

ab, welcher Wert in den mit cos ¢ behafteten Termen eingesetzt zu dieser
Gleichung fiihrt

—20a+2y(n—1)(1+4aa)+vy(1+aa) =0,

woher

2aa = 2yn(1+aa) — y(1 + aa)
wird; und daher wird
_ 9(1+aa)(2n—1)
2a
sein. Nun setze man hier anstelle von « und p die gefundenen Werte im ersten
Teil ein und wir werden zu dieser Gleichung gefiihrt werden

y2n —1)(1 +aa)?> y(n—1)(1+ aa)?
1= ( 2)11( )© Al ;El ) —ya(n—1) —ya— yna

17



oder

2a = y(2n —1)(1+aa)? — y(n — 1)(1 + aa)?* — 2yaa(n — 1) — 2yaa — 2ynaa

oder auch
2a = yn(1+ aa)* — 4ynaa,
woher
- 2a
T n(1— aa)?
wird.

§22 Nachdem nun dieser Wert y gefunden worden ist, werden wir daraus

_ (2n—=1)(1+aa) = (n—=1)
“= n(1 — aa)? und f = n(1 — aa)?

und daher erhalten wir durch Multiplizieren mit n(1 — aa)?

0 o) 9
n(l—aa)Z/A,fil = (2n—1)(1+aa)/Aij— (n—1) rﬁl,

mit deren Hilfe aus zwei schon bekannten Féllen der folgende Fall angegeben
konnen wird.

§23 Wir haben aber schon zuvor gefunden, dass

dp T
A 1—aa
ist. Fiir die folgenden wollen wir hingegen festlegen

Jdp  TA dp  7nB dp  nC

A2 (1—aa)¥ AT (1—aa)d J A* 7 (1—aa)”’
dp 7D dp  nE
AT (1—aa)? AT (1—aa)

Dort haben wir aber schon zuvor

etc.

A=1+4+aa und B=1+4aa+a*

18



gefunden, woher alle folgenden Werte C, D, E etc. mithilfe der gefundenen
Reduktion bestimmt werden konnen.

§24 Wir wollen also diese Werte einfithren und werden die folgenden Glei-
chungen erlangen
. A= 1+ aa,

II. 2B= 3(1+aa (1—aa)?,

A —
. 3C= 5(1+4aa)B —
IV. 4D = 7(14aa)C —

VII. 7B =13(1+aa

)
)
)
V. 5E= 9(1+aa)D — 4(1—aa
)
)
VIIL 8H = 15(1+ an)

(
(
(
VI. 6F =11(1+aa)E —
( F —
( G —
etc.

§25 Die erste dieser Gleichungen gibt sofort den zuvor gefundenen Wert

A=1+4aq

die zweite liefert hingegen

3 + 6aa + 3a*
2B =
—1 + 2aa — a*,
woher
B=1+4aa+a*

wird. Darauf liefert hingegen die dritte Gleichung

5 + 25aa + 25a* + 5a°
3C =
—2 4+ 2aa+ 2a* — 2a°,

19



woher woher man

C=1+9aa+9a* +a®

findet. Fiir die vierte Gleichung

D 7 4+ 70aa + 126a* + 70a° + 7a®
—3 4 6aa+ 18a* — 6a® — 348,

woher man

D =1+ 16aa + 36a* + 16a® + 4®

berechnet. In gleicher Weise berechnen wir aus der fiinften Gleichung

SE 9 + 153aa + 468a* + 468a° + 153a® + 9410
—4 + 28aa + 32a* — 324° — 28a% — 440,

woher man

E =1+ 25aa + 100a* + 100a® + 2548 + a'°

folgert. Wir wollen auch die sechste Gleichung entwickeln, welche

11 + 286aa + 1375a* + 2200a® + 137548 + 286410 + 11412
—5— 70aa — 25a* + 200a® — 2548 — 70410 — 5412

6F =

ist, und daher schliefst man

F =1+ 36aa + 225a* + 400a® + 22548 + 364" + 4'2.

§26 Hier entdecken wir nicht ohne Verwunderung, dass alle Koeffizienten
dieser Formen Quadratzahlen sind, deren Wurzeln in den entsprechenden
Potenzen des Binoms 1 + aa auftauchen, und so werden wir fiir den folgenden
Buchstaben

G =1+ 7%aa +21%a* + 35%a° + 35%a° + 21%a'0 + 7%a™2 + o™

20



haben, welcher Buchstabe der Integralformel

dg
A7+1

entspricht, sodass hier n = 7 ist. Wenn wir also das Integral der allgemeinen
Formel

dg
) An+1

als

VvV
(1 — aa)2+1

festlegen, wird der Wert des Buchstabens

¢t () (3 (3 (3 (3 e

sein, wobei natiirlich die Symbole verwendet worden sind, mit denen wir fiir
gewoOhnlich die Binomialkoeffizienten bezeichnen, wahrend natiirlich

Bn (-1 @1 w

ist.

§27 Diese Schlussfolgerung ist iiber Induktion quasi nur auf einer Vermu-
tung beruhend abgeleitet worden; es wird wohl kaum jemanden gefunden,
dem diese Vermutung zweifelhaft erscheint, obwohl sie noch nicht mit einem
strengen Beweis bestétigt worden ist; denn es kann sicher nicht zuféllig pas-
sieren, dass all diese Koeffizienten als Quadratzahlen hervorgehen und sogar
als Quadrate solcher der Koeffizienten, die in der Entwicklung der Potenz
(14 aa)" auftreten; dennoch habe ich indes spiter gesehen, dass fiir diese
Wahrheit ein strenger Beweis gegeben werden kann.

§28 Nachdem also dieses Bildungsgesetz festgelegt worden ist, werden sich
die Werte der Buchstaben A, B, C, D etc., welche wir in die Ausdriicke der
Integrale eingefiihrt haben, in folgender Weise verhalten:
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A =12+ 1%aa

B =12 + 2%aa + 1%a*

C =124 3%aa + 3%a* + 1%°

D = 1% + 4%aa + 6%a* + 4%a° + 124®

E =12 + 5%aa + 10%a* + 10%a® 4+ 5%a8 + 12410

F =12 + 6%aa + 15%a* + 20%a® + 15%a® + 6%a'0 + 12412

G = 1% + 7%aa + 21%a* + 35%a% + 35%a% + 21%a'0 + 72412 +1241

etc.

INTEGRATION DER ALLGEMEINEN FORMEL

/ dpcosigp [von ¢ =0
Al |bis ¢ = 180°

MITA =1+ aa —2acos ¢

§29 Diese allgemeine Formel kann genauso behandelt werden wie die vor-
hergehende, wahrend der Wert des Integrals in jedem Fall auch von zwei den
vorhergehenden Fillen abhingt, sodass wir auch

0@ cosi dgcosi d@cosi

[Rresin < forssie e
setzen konnen, sofern die Integrale nattirlich auf die beiden festgelegten Gren-
zen bezogen werden; weil es aber notwendig ist, dass wir die allgemeine
Gleichung frei von dieser Bedingung festlegen, miissen einige Terme hinzu-
geftigt werden, welche fiir jede der beiden Grenzen verschwinden; und es
gentigt hier auch nicht, wie zuvor einen Term hinzugefiigt zu haben, sondern
es werden sogar drei Terme von solcher Art hinzugefiigt werden miissen, der
Grund wofiir bald aus der Rechnung klar werden wird; deswegen wollen wir
die folgende Gleichung festlegen
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0 cosig 0@ cosip 0@ cos i
/ A :“/ A +ﬁ/ A
sinigp sin(i —1)¢ sin(i +1)¢
A PO A e
welches letzte Glied, weil 7 ja eine ganze Zahl ist, fiir jede der beiden Integrati-
onsgrenzen verschwindet.

+7

§30 Man differenziere diese Gleichung nun also und, nachdem der Kiirze
wegen 1 4 aa = b gesetzt worden ist, dass A = b — 2a cos ¢ ist, beachte man
die Nenner, welche A"t! sein werden, zusammen mit dem Element 0@ nicht.
Zuerst bemerke man, dass

Acosigp =bcosigp —acos(i—1)p —acos(i+ 1)

ist, dann wird aber wegen

A?* = bb — 4ab cos ¢ + 4aa cos® ¢ = 2aa + bb — 4ab cos ¢ + 2aa cos 2¢

auch

A?*cosigp = (bb + 2aa) cosip — 2abcos(i —1)¢
—2abcos(i+1)¢ + aacos(i —2)p + aacos(i +2) ¢
sein. Dann wird man aber
sin(i —1)g
Al’l
= ibcosigp —iacos(i—1)p —iacos(i+1)¢

d = iAcosigp —2nasinigsin ¢

—nacos(i —1)¢p +nacos(i+1)¢

haben. In gleicher Weise wird
sin(i —1)¢
A
—(i—1)acosiep —nacos(i —2)¢ + nacosig

und schliefdlich

d = (i—1)bcos(i—1)p — (i —1)acos(i —2)¢
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d

sin(i+1)g
An

= (i+1)bcos(i+1)p — (i+ 1)acosig

—(i+1)acos(i+2)p —nacosip + nacos(i+2)¢

sein.

§31 Hier tauchen also fiinf Winkel auf, namlich

ip,

(i—1)g,

(i+1)e,

(i—2)¢ und

(i+2)e,

woher der Grund Klar ist, warum drei absolute Terme hinzugefiigt worden
sind; also stelle man das Differential, nach der Entwicklung der einzelnen
Terme, spaltenweise in folgender Weise dar, sodass die linke Seite, welche
cosig ist, dem folgenden Ausdruck gleich wird:

cosip cos(i—1)¢| cos(i+1)¢| cos(i—2)¢| cos(i+2)¢
+aa —aa —ua
+pB(bb + 2aa) | —2Bab —2Bab +pBaa +pBaa
+ib —ia —yia
—yna +yna
—6(i—1)a +o(i—1)b | +e(i+1)b | =6(i—1)a | —e(i+1)a
+ona —ona +ena
—e(i+1)a
—ena
§32 Hier miissen also alle vier letzten Spalten jeweils zu Null gemacht

werden, weil allein die erste Spalte der linken Seite gleich werden kann; wir
wollen also mit den zwei letzten Spalten beginnen, woher wir

Ba

i+n—1

und &=

Ba

i—n+1

ableiten. Nach Einsetzen dieser Werte wird fiir die zweite Spalte
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_ pab(1—i—2n)  Pab(i+2n—1)

i+n—1 i+n—1
sein. Fiir die dritte Spalte wird hingegen

—2Bab + 6(i — 1)b

_Pab(i—2n+1)
i—-n+1
sein; daher liefern diese beiden Spalten uns diese zwei Gleichungen

—2Bab+e(i+1)b =

_ Pab(i+2n—1)

v — (i =0,
aa —y(i+n)a PR

T _ Bab(i—2n+1)
aa—y(i—n)a PR R 0.

§33 Man ziehe die zweite dieser zwei Gleichungen von der ersten ab und es
wird

2Binab
—2yna - ii—(n—1)2 0
hervorgehen, woher wir
_ Bib
LR PP

berechnen. Und daher kann weiter aus der zweiten der Wert von a abgeleitet
werden, weil

 Pab(i+2n—1)
i+n—1

aa = —y(i+n)a

ist; es wird

Bi(i+n)b  Bi+2n—1)b pR2nn—3n+1)b B(n—-1)2n—1)b

T ii—-m—-1?2  i4+n—-1 dii—-(n—-12 ii—(n—1)

sein.
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§34 Man setze nun diese Werte in der ersten Spalte ein und es wird die
folgende Gleichung entspringen

i _12512? 7 P2 2
Bli—n—1aal _q
kb T itac1
Biibb B(i+n+1)aa
“Fomoif  i—asl

Indem man also mit ii — (n — 1)? multipliziert, wird diese Gleichung hervor-
gehen
ii — (n—1)% = 2Baaii(—(n — 1)) + pbb(n — 1)(2n — 1)

—Baa(i—n—1)(i —n+ 1)+ Bbb(ii — (n — 1)?)
— Baa(i+n+1)(i+n—1) — Biibb.

Aber nach Vereinfachung wird der Term Baa mit

20— (n—1)3) = (i—n)?+1—-(i+n)?+1
oder mit
—4n(n—1)

multipliziert werden; pbb wird dahingegen mit
(n—1)2n—1)+ii — (n —1)* —ii

oder mit

n(n—1)

multipliziert werden und so wird

ii — (n—1)2 = 4Bn(n — 1)aa + pn(n — 1)bb
= pn(n —1)(bb — 4aa)

sein. Weil wir also b = 1 + aa gesetzt haben, wird
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bb — 4aa = (1 — aa)?

sein; als logische Konsequenz finden wir daraus

= (n—1)?
p= n(n—1)(1—aa)?

§35 Nachdem nun der Wert des Buchstaben p gefunden worden ist, leiten
wir aus ihm den Wert

_ (@2n-1)b
- n(1—aa)

ab; die Werte der Buchstaben 7, § und e gehen nicht weiter ein und die
Reduktion, die wir suchen, wird

0 cos i 0@ cosip 0@ cosigp
/ An+1 - 0‘/ A" + ,3/ An—1
sein oder nach Wegschaffen der Briiche wird man diese Gleichung

n(n—1)(1—aa)2/w _ (n—1)(2n—1)(1+aa)/a¢2‘f“"

. d@cosi
(i = (n—17?) [ L5

haben, welche Gleichung im Fall i = 0 auf die Reduktion des vorhergehenden
Abschnitts zurtickgeht.

§36 Nachdem diese allgemeine Reduktion gefunden worden ist, wollen wir
tiir ihre Anwendung, weil

= ,  mit
A 1—aa

ist, fiir die folgenden festlegen

; i
/agocosup_ nia 40— 0
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dpcosip  mal L
/ A2 = (1_1111)314, mitn =1,
/ dpcosip  ma' B mitn—o

A (1—aa)>™”’ -

dpcosip  ma' .
/ Ad = (1—aa)7c’ mitn = 3,
/ dpcosip  ma' D mitn—a4

A (1—aa)®’ -
/ dpcosip  ma’ A mitn—5
A (1—aa)l™ -
und daher sei im Allgemeinen
dpcosip ma' V.
/ NG (1 _ aa)2n+1 ’

oben haben wir aber schon gefunden, dass

A=i+1—-(i—1)aa

oder, indem man die Terme positiv darstellt,

A=1+i+(i—1)aa

ist.

§37 Wenn wir in unserer gefundenen Reduktion n = 1 gesetzt hétten, gdbe
sie

ii/aqocosi(p =0,

was zuerst im Fall i = 0 wahr ist, dann aber wegen

1
/aq)cosi(p = ;sini(p =0,

was freilich aber sehr klar ist. Wir wollen also vom Fall n = 2 aus beginnen
und durch die folgenden Werte
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n=3 n=4 n=>5 etc

durchgehend werden wir die folgenden Gleichungen erlangen:

I. Far n =2, ist
2-1B =1- 3(1+aa)A + (ii — 1)(1 —aa)>.
II. Fur n=2,ist
3:2C =2 5(1+aa)B + (ii — 4)(1 — aa)?A.
IIl. Fir n =3, ist
4-3D=3- 7(1+aa)C + (ii — 9)(1 — aa)?B.
IV. Fir n =4, ist
5-4E =4 - 9(1+aa)D + (ii —16)(1 — aa)>C.
V. Fir n =25, ist
6-5F =5-11(1+aa)E + (ii —25)(1 — aa)*D.

etc.
§38 Weil also

A=1+i+(1—1i)aa

ist, wird fiir die erste Gleichung

(1+aa)A=1+i+2aa+ (1—i)a*

sein; zum Dreifachen von dieser muss man

(ii —1)(1 —aa)® = ii — 1 —2(ii — 1)aa + (ii — 1)a*

addieren, woher zuerst der absolute Term = (2 +i)(1 + i) entspringt, darauf
wird der Koeffizient von aa dann 8 — 2ii sein, der Koeffizient von a* wird
hingegen (2 — i) (1 — i) sein, woher wir den Buchstaben

@-Hi-i ,
1-2

(24 i)(1+1)

B =
1-2

+(241)(2—i)aa+

erschlieflen.
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§39 Diese Form fiihrt uns zu den Binomialkoeffizienten, welche, wie wir
schon bemerkt haben, wir mit eigenen Symbolen darstellen, und so wird mit

solchen Symbolen
1+1i 1—1
A=
() () m
sein, dann aber

o= (249 (54) (5o ()

Wir wollen aber sehen, wie sich dieses Gesetz bei den folgenden Werten
verhalten wird.

§40 Wir wollen also die zweite Gleichung entwickeln, fiir welche die folgen-
den Multiplikationen durchgefiihrt werden miissen

D3 3t ii
10(+321+”+(4—1'i)aa+321+”a4

aber das letzte Glied erfordert diese Multiplikation

) mit 14 aaq,

(ii —4)(1—2aa +a*) mit 1+i+ (1 —i)aa;

daher entspringt zuerst dieser absolute Term

10 + 15i + 5ii + (ii —4)(1 + i),

welcher auf diese Form (2+1)(1+1)(3 + i) zurtickgefithrt wird. Fiir den Term
aa wird aber

40— 10ii +52+1)(1+i)+ (i —4)(—2(1+i) +1—1)
= (4—ii)(114+37) +5(2+1)(1+1)
sein, welcher Ausdruck auf diesen zurtickgefiihrt wird

(2+ 1) (27 — 3ii) = 3(2 +)(3 + ) (3 — ).

Weiter wird der Koeffizient von a*

(2—1i)(27 — 3ii) =32 —i)(3+1)(3 — 1)

sein. Schliefllich wird der Koeffizient von a® dann (2 —i)(1 —i)(3 — i) sein.
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§41 Nachdem also diese Rechnung durchgefiihrt worden ist, werden wir

3:2C=(3+i)(2+i)(1+i)+3B+i)(2+i)(3—1i)aa
+3(3+i)(2—1)(3—i)a* +(3—i)(2—i)(1—i)a®

haben, welche Form in bequemer Weise auf diese Binomialkoeffizienten zu-

riickgefiihrt wird
3+i\ (3—1i) 4 3—1\ 4
() () (57)

- (35)+ (5 (5o

Diese Struktur bestétigt die aus den vorhergehenden Fillen abgeleitete Vermu-
tungen in starker Weise und es kann kein Zweifel bestehen, dass die folgenden
Buchstaben diese Werte erhalten:

o= (1) (45) () (5) ()
()5 (5)

2= (557) - () ()= (5) (5

() C5)= () ()2 (B5)

etc.

Dennoch ist indes zu gestehen, dass diese aufSerordentliche Struktur uns sich
nur {iber eine Vermutung gezeigt hat; ein strenger Beweis von ihr wird immer
noch vermisst.

§42 Weil wir also im Allgemeinen

/ dpcosip [von ¢ =0
AT |bis @ = 180°
na'
(1— an)2ril 4

gesetzt haben, wird nun
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v= () () () e () (1)
() (5o () () e

sein, woher man sofort die im vorhergehenden Abschnitt erschlossene Form
abgeleitet wird, wo i = 0 war. Fiir diesen Fall wird namlich

= () () (o (25) () (525) (G
sein. Weil aber fiir Symbole von dieser Art immer

()= G5)

gilt, wird genauso, wie wir oben vermutet haben,

V= (%) + (%)26161%— (g>2a4+ <g)2a6+ (g)zas + etc.

sein. Daher wird es also der Miihe wert sein, das folgende Theorem zu
formulieren.

ALLGEMEINES THEOREM

§43 Wenn die Integralformel

/ ¢ cosip
(1+aa —2acos ¢)"+1

von der Grenze ¢ = 0 bis hin zur Grenze ¢ = 180° erstreckt wird, wird der Wert
des Integrals immer eine solche Form haben

tal

(1— aa)2r 4

v= () () () e+ (1) (55 @

mit
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n+i\ (n—i\ ¢ n+i\ (n—i\ g
+<i+3>< 3 )a +(i+4)< 1 )a + etc.,

solange i eine ganze positive oder negative Zahl war, weil ja auch im zweiten Fall
diese Form mit der Wahrheit vertriglich entdeckt wird, sodass dieser Ausdruck
sich weiter erstreckt als alle Spezialfille zusammengenommen, aus denen wir die
Vermutung gebildet haben; denn in allen Spezialfiillen bezeichnete der Buchstabe i
notwendigerweise nur ganze positive Zahlen.
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